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摘要：文章提供了四种化二次型为标准形的方法，即配方法、正交变换法、合同变换法、Jacobi方法.
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Some Discusses of Turn Quadratic Form Into Standard Form
LIU Mo-de

（Department of Mathematics & Computer Scince,Sanming College, Sanming 365004,China）
Abstract：This paper provides four kinds of methods for the transforming quadratic form into standard form，namely,the method of completing square ，orthogonal transformation method ,contragradient transformation method and Jacobi method.
Key words: symmetry matrix；quadratic form；orthogonal transformation；contragradient transformation
任何一个二次型都可以通过非退化的线性变换化为标准形,这个问题不仅在数学上,而且在物理学、工程学、经济学等领域中都是一个重要的问题.本文将探讨化二次型为标准形的常用方法. 
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都可以写成如下形式
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定义1.2[4]　矩阵
[image: image24.wmf]11121

21222

12

n

n

nnnn

aaa

aaa

A

aaa

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

L

L

LLLL

L

称为二次型
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一一对应,因此可以通过对二次型的矩阵的研究来研究二次型.
若记
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可用矩阵的记号写成如下形式：
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显然标准形
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定义1.4[4]　
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的一个线性变换.系数矩阵
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称为变换
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的矩阵.如果
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式为非退化线性变换.

利用矩阵相乘与相等的概念,变换
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研究如何通过非退化线性变换
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由引理1.4可知,任何可逆矩阵都可表为初等矩阵的乘积.因此,合同关系是矩阵间的等价关系，经过非退化线性变换,新二次型的矩阵与原二次型的矩阵是合同的.下面讨论用非退化线性变换化二次型为标准形的方法问题.

2 用配方法化二次型为标准形
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这是一个非退化线性变换,它使得
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使二次型
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从而非退化线性变换
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也非退化,结论成立.
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它是非退化线性变换,并且使得
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综上所述,数域
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元二次型均可以经过非退化线性变换化为标准形.定理得证.

定理2.1中化二次型为标准形的方法称为配方法.

例 2.1[8] 把二次型
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于是, 线性变换
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把二次型
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例 2.2[12] 化二次型
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则
[image: image217.wmf]123

(,,)

fxxx

的标准形为
[image: image218.wmf]222

123

226

zzz

-+

.

所用的非退化线性变换为

[image: image219.wmf]11

22

33

110101

110012

001001

xz

xz

xz

-

æöæöæöæö

ç÷ç÷ç÷ç÷

=-

ç÷ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image220.wmf]1

2

3

113

111

001

z

z

z

-

æöæö

ç÷ç÷

=-

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

.

对于一般的二次型,当平方项的系数
[image: image221.wmf]ii

a

不全为零时,可用例1中的方法;当二次型中不含有平方项,这时
[image: image222.wmf]ij
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不全为零,可用例2中的方法,先作一变换,把二次型化为含有平方项的情形,然后再用例1中的配方法,这样继续下去就可以把任何一个二次型化为标准形.
3 用正交变换方法化二次型为标准形
定义3.1[1]  设
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.则称该向量组为一个正交向量组.若一个正交向量组的每一个向量都是单位向量,则称该向量组为一个正交单位向量组.

引理3.1[1]  设
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则
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由式(3-1)生成正交向量组的方法称为施密特正交化方法.

定理3.1[4] 
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阶矩阵
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的
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个列向量是两两正交的单位向量.
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个列向量是两两正交的单位向量.
定理3.2[2] 如果
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定理3.3[4]  实对称矩阵的对应于不同特征值的特征向量必正交.

证明 设
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定理3.4[9]  对于任意一个
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     证明 利用数学归纳法证明.

当
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是一个
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证明 由于实二次型对应的矩阵
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两边取行列式,即得
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至此,定理得证.

从定理3.5我们可以知道:如果实对称矩阵
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下面把用正交变换将二次型
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XAX

化为标准形的步骤归纳如下:

(1) 首先求出实对称矩阵
[image: image421.wmf]A

的全部特征值
[image: image422.wmf]12
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(可能有相同的)

(2) 求出矩阵
[image: image423.wmf]A

的属于每一个特征值的线性无关的特征向量(总的个数为
[image: image424.wmf]n

),即对于各个不同的特征值
[image: image425.wmf]l

,求出齐次线性方程组
[image: image426.wmf]()0

EAX
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的基础解系. 
(3)因为属于不同特征值的特征向量是相互正交的(定理3.3).所以对于每个重数为1的那些特征值的特征向量只需将其单位化.对于每个重数为
[image: image427.wmf](1)
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的特征值,先求出
[image: image428.wmf]r

个线性无关的特征向量,然后应用施密特正交化方法,得到属于这
[image: image429.wmf]r

重特征值的
[image: image430.wmf]r

个相互正交的单位特征向量.

(4)把这
[image: image431.wmf]n

个相互正交的单位特征向量作为矩阵的列,得到一个正交矩阵
[image: image432.wmf]C

,
[image: image433.wmf]XCY
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就是使二次型
[image: image434.wmf]T

XAX

化为标准形
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的正交变换.

例 3[12] 用正交变换化二次型
[image: image436.wmf]22
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为标准形.
解 (1)写出此二次型的矩阵
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(2)求出
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的特征值
由
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的特征值.

(3)求出相应的特征向量
当
[image: image442.wmf]1
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解得基础解系(即为特征向量) 
[image: image445.wmf]1
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当
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解得基础解系(即为特征向量) 
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当
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解得基础解系(即为特征向量) 
[image: image453.wmf]3
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(4) 正交单位化
由于
[image: image454.wmf]123
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为正交矩阵.

(5)作正交变换化标准形
作正交变换
[image: image460.wmf]XCY
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例4[16] 试求一个正交变换,将二次型
[image: image463.wmf]121314232434
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化为标准形.
 解  (1)求出
[image: image464.wmf]A

的特征值
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的矩阵
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的特征方程为
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然后将第二,三,四行各减去第一行,得到
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故特征值为
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（2）求出标准正交特征向量

对应于
[image: image475.wmf]123
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求得基础解系: 
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.施密特正交化后,得到方程组解空间的一个标准正交基,也就是
[image: image479.wmf]A

的对应于
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的三个两两正交的单位特征向量
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对应于
[image: image484.wmf]4
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,解齐次线性方程组
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或
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，此方程组的基础解系只含有一个解向量
[image: image488.wmf]4
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的单位特征向量
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（3）结论
因为对应于不同特征值的特征向量是正交的,所以
[image: image491.wmf]1234
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是两两正交的单位特征向量,把它们作为矩阵的列,就得到正交矩阵
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，容易验证
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故通过正交变换
[image: image494.wmf]XCY
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可将原二次型化为标准形
[image: image496.wmf]2222
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4 用初等变换方法化二次型为标准形
     定义4.1[1] 对单位矩阵
[image: image497.wmf]E

施行一次初等变换而得到的矩阵称为初等矩阵.
      因为初等变换有3种,所以初等矩阵也有3类,每个初等行变换都有一个初等矩阵与之对应.

(1)单位矩阵
[image: image498.wmf]E

的第
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行与第
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行互换后,得
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乘单位矩阵
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行 ,得
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 (3)把单位矩阵的第
[image: image508.wmf]j

行的
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倍加到第
[image: image510.wmf]i

行上,得
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同样可以得到与列变换相应的初等矩阵.并且容易看出对
[image: image512.wmf]E

作一次初等列变换所得到的矩阵也包括在上述这三类矩阵中,其中
[image: image513.wmf](,())
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即是把
[image: image514.wmf]E

的第
[image: image515.wmf]i

列的
[image: image516.wmf]k

倍加到第
[image: image517.wmf]j

列上而得到的矩阵 ,因此上述三类矩阵也就是全部的初等矩阵.

    定义4.2[4]   数域
[image: image518.wmf]P

上矩阵的下列初等变换称为矩阵合同变换.

(1)换法合同变换:交换矩阵的第
[image: image519.wmf],
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列,再交换所得矩阵的第
[image: image520.wmf],
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行.

(2)倍法合同变换:用
[image: image521.wmf]P

中的非零数
[image: image522.wmf]k

乘矩阵的第
[image: image523.wmf]i

列 ,再用
[image: image524.wmf]k

乘所得矩阵的第
[image: image525.wmf]i

行.

(3)消法合同变换:把第
[image: image526.wmf]i

列的
[image: image527.wmf]k

倍加到第
[image: image528.wmf]j

列,再把所得矩阵的第
[image: image529.wmf]i

行的
[image: image530.wmf]k

倍加到第
[image: image531.wmf]j

行.

引理4.1[16] 初等矩阵具有以下性质:

(1)三类初等矩阵的行列式: 
[image: image532.wmf](,)1,(())0,(,())1
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.
由此可见三种初等矩阵均可逆,并且易知其逆为:
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(2)三类初等矩阵的转置矩阵: 
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由此可见,三种初等矩阵的逆及其转置还是初等矩阵,并且其类型也不变.

引理4.2[8] 对一矩阵
[image: image537.wmf]A

施行初等行变换,相当于用相应的初等矩阵左乘
[image: image538.wmf]A

;而对
[image: image539.wmf]A

施行初等列变换,相当于用相应的初等矩阵右乘
[image: image540.wmf]A

.

引理4.3[8] 
[image: image541.wmf]n

阶方阵可逆的充分必要条件是
[image: image542.wmf]A

可表示称若干个初等矩阵之积.

由于二次型与其标准形等价,而标准形的矩阵是对角矩阵,从而用矩阵语言可将定理2.1表述为：
引理4.4[3] 数域
[image: image543.wmf]P

上的任一个
[image: image544.wmf]n

阶对称矩阵均合同于一个对角矩阵.

下面讨论利用矩阵的初等变换将二次型化为标准形的方法.

设
[image: image545.wmf]A

是数域
[image: image546.wmf]P

上的一个
[image: image547.wmf]n

阶对称矩阵,由引理4.4可知,存在一个
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阶可逆矩阵
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这说明,
[image: image559.wmf]A

经过一系列初等变换可化成对角矩阵
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.由于初等矩阵有三种类型
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，于是我们有
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列乘上非零数
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,再把所得矩阵的第
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倍加到第
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行,再把所得矩阵的第
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行的
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倍加到第
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行.

综上所述,若
[image: image582.wmf]i

P

是一个初等矩阵,则式
[image: image583.wmf](41)
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相当于对
[image: image584.wmf]A

进行一次初等列变换,再对所得矩阵进行一次同样类型的初等行变换.

定理 4.1[3] 设
[image: image585.wmf]A

为数域
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上的
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行,
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列进行合同变换化为
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证明 由条件可知,存在
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阶可逆矩阵
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故
[image: image599.wmf]T
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由定理4.1可知,若
[image: image601.wmf]A

为二次型的矩阵,用合同变换将
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. 这种方法我们称为化二次型为标准形的初等变换方法.
操作方法是：将二次型矩阵
[image: image608.wmf]A

写在单位矩阵
[image: image609.wmf]E

的上面，构成分块矩阵
[image: image610.wmf]2

nn

A

E

´

æö

ç÷

èø

，先对分块矩阵
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的行作相同内容的初等行变换，当二次型的矩阵
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化为对角矩阵时，单位矩阵
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就化为可逆矩阵
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.

例 5[16] 用初等变换方法化二次型
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为标准形,并写出所用的非退化线性变换.

解 
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,构造分块矩阵
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，先对此矩阵作初等列变换，然后对A的行作相同内容的初等行变换：
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故
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的标准形为
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,所作的非退化线性变换为
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其中
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注：此例题的第一次初等列变换是先把矩阵的第一列乘2，然后分别加到第二列、第三列上，相同内容的行变换也就是把第一行乘2然后分别加到第二行、第三行上；第二次初等列变换是先把矩阵的第二列乘1，然后加到第三列上，相同内容的行变换也就是把第二行乘1然后加到第三行上.
5 Jacobi方法
引理5.1[18] 设二次型
[image: image625.wmf]12

,1

(,,,)

n

nijij

ij

fxxxaxx

=

=

å

L

矩阵的
[image: image626.wmf]1

n

-

个顺序主子式

[image: image627.wmf]11121,1

21212,1

1112

11121

2122

1,11,21,1

,,,

n

n

n

nnnn

aaa

aaa

aa

a

aa

aaa

-

-

-

----

D=D=D=

L

L

L

LLLL

L

均不为零 ，则二次型可化为标准形
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例 6[18] 用Jacobi方法化二次型
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为标准形.

解  二次型的矩阵
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6 讨论
在实际应用中，我们要根据要求选用不同的方法解题，配方法的优点是方法初等，易于接受，但是当元数较多时，由于计算过于复杂，往往不被采用；矩阵初等变换法比较简单而实用，且适用于元数较多情形；正交变换法算法科学、有序、稳定，最大的优点是某个问题经正交变化为标准形后，其几何图形保持不变；Jacobi方法简单，易于操作，但没有给出相应的非奇异线性变换.
   对于二次型的标准形我们还要注意两点：1）：一个二次型的标准形不是唯一的；2）：任何一个二次型的标准形中含的总项数就是该二次型的秩数，而且，当限定变换为实可逆线性变换时，标准形中的正系数的个数与负系数的个数不变.
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